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Distribuigao t-Student

Variaveis Aleatorias Continuas



Distribui¢ao t-Student

A distribui¢@o t-Student € uma distribuigdo de probabilidade continua.

A distribui¢do t-Student geralmente surge quando temos uma populag¢io com
variincia desconhecida (e tem de ser estimada a partir dos dados recolhidos) e uma
amostra de dimensao pequena (n < 30).

A distribui¢do t-Student € dada pelo quociente entre uma normal reduzida e a raiz

quadrada de uma qui-quadrado dividida pelo respectivo niimero de graus de
liberdade.

Le.,se Z~N(0:1) e Y ~ y%n). duas varidveis aleatérias independentes, entio:

T:iﬁf

Y ()]
i

Se X tem distribui¢fo t-Student com n graus de liberdade, escreve-se:



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuigao t-Student

* A distribui¢do t-Student tem um pardmetro: n — o n° de graus de liberdade.

* E uma distribui¢do simétrica.

« E[X]=0

* Var[X]=n/(n-2), sen>?2

Distribuicdo Qui-quadrado, Distribuicdo t-Student e Distribuicdo F-Snedecor - Distribuicées - Studocu
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Distribuigao t-Student
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* Se a variavel tem distribuicdo Normal na populagdo, ou a amostra é suficientemente

grande mas ndao conhecemos o desvio da populagdo, s6 da amostra, entdo _llo A t @)
.
... A média amostral se distribui conforme uma t-Student - " S
e ... Adistribuicdo t-Student depende dos graus de liberdade (n-1), que denotamos por v \/H

=1
- v=4
=8
. =12

— HN@O.D

0225~

Afuncdo densidade de probabilidade da t-sudent detém caudas mais pesadas que
a distribuicdo normal quando o nimero de graus de liberdade é pequeno e a medida
que esse valor cresce, a distribuicdo t-Student aproxima-se da normal.

©AT7%C3%A30_t_de_Student

5://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%



https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_densidade
https://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A3o_normal

Distribuigao t-Student

* A distribui¢do t-Student varia de acordo com os graus de liberdade.
Isto significa que a sua curva depende da dimensdo da amostra, n.

* Esta tabelada para algumas probabilidade en <30, n=40.n=60,n=
120 en = o,

*  Quando n > 30, pode usar-se a aproximacio a distribuicdo normal. Em
tais casos, L1 =0 e Var =n/(n-2).

+ A medida que n aumenta, a distribui¢io tende para a distribui¢io
normal. Para n grande, a distribui¢cdo t-Student tende a ser muito
semelhante a distribui¢dao normal.

Distribuicdo Qui-guadrado, Distribuicdo t-Student e Distribuicdo F-Snedecor - Distribuicées - Studocu
¢ 0
Q [
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Distribuigao t-Student

o +-“STUDENT”

U 5.
T= ~t U~N@OJlyeV~ dependentes
M (n) com (0,1) e »~(n) mndependen
. n . -n. 3(n-2)
E(T)=0; Var(T)=—— (n>2); 7,=0; 2= (n>4)
n-2 n—4

Propriedade: « Sendo T ~t(n)= l'_n)n Fr(t|n) = d(1)
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Suponha que X ~ t

(12

a) Calcule P[X <2.7];

b) Qual o valor de a tal que P[X > a]=0,95;
¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <c¢] =0,9.




Suponha que X ~t ar

Exercicio a) \ comer

b) Qual o valor de a tal que P[X >a]=0.95;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0,9.

t,.:P(X>t,,)=¢ I
> ; ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

€ 400 250 100 050 025 010 005 001 4
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31.821 63656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1638 2353 3182 4.541 5841 10214
4 271 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3143 3707 5208
7 263 711 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1833 2262 2821 3250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3169 4.144
11 260 697 1363 1.796 2201 3 3.106 4.025
12 259 695 1.356 1.782 2179 @ 3.055 3930 >
13 259 694 1350 1.771 2.160 550 3012 3852 _ _
14 258 692 1345 1.761 2145 2624 2977 3787 1;12 :'t0,99; 12=-2,681 t0,99; 1= 2,681
15 1.341 2131 2947 3733

P(X<2,7)~P(X <2,681)=1- P(X > 2,681) = 1-0,01 = 0,99




Suponha que X ~t ar

Exercicio b) \ comer

b) Qual o valor de a tal que P[X >a]=0.95;

t . P(X>t )=¢ l
" ( ""“‘) ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;
‘ d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0,9.

e 400 250 100 050 025 010 005 001
n , ,
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31821 63.656 318289 Areatotal eigualal
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328
3 277 765 1.638 2353 3.182 4541 5.841 10214
4 271 741 1.533 2132 2776 3.747 4,604 7173
5 267 727 1.476 2015 2571 3.365 4.032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3.143 3.707 5208
7 263 71 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1.397 1.860 2306 2.896 3355 4501
9 261 703 1.383 1.833 2262 2821 3250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3.169 4.144
1 260 697 1.363 0 2201 2718 3.106 4025 >
» 12 259 695 1.356 @ 2179 2,681 3.055 3930 -a
13 259 694 1.350 o 2.160 2,650 3012 3852
14 258 692 1.345 1.761 2.145 2624 2977 3787
15 2131 2,602 2947 3733

P(X2a) = 0,95 < P(X>-a) = 0,05 ¢ -a= 1,782 <> a = -1,782




Suponha que X ~t ar

Exercicio ¢) P

b) Qual o valor de a tal que P[X >a]=0.95;

t,.:P(X>t,,)=¢ I
: : ‘ ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0,9.

€ 400 250 100 050 025 010 005 001 4
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31.821 63656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1638 2353 3182 4.541 5841 10214
4 271 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3143 3707 5208
7 263 711 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1833 2262 2821 3250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3169 4.144
11 260 697 1363 04 2201 2718 3.106 4025 : )
» 12 259 695 1.356 @ 2179 2681 3.055 3930 , >
13 259 694 1350 wail 2.160 2.650 3012 3852 b 0 b?
14 258 692 1345 1.761 2145 2624 2977 3787 - :
15 2131 2.602 2947 3733

P(X>b)=0,05 < b = 1,782




Suponha que X ~t ar

Exercicio d) P

b) Qual o valor de a tal que P[X >a]=0.95;

t,.:P(X>t,,)=¢ l
: : ‘ ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0,9.

€ 400 250 100 050 025 010 005 001 4
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31.821 63656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1638 2353 3182 4.541 5841 10214
4 271 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3143 3707 5208
7 263 711 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1833 2262 2821 3250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3169 4.144
11 260 697 1363 04 2201 2718 3.106 4025
» 12 259 695 1.356 @ 2179 2681 3.055 3930 >
13 259 694 1350 wail 2.160 2.650 3012 3852 ? 0 c?
14 258 692 1345 1.761 2145 2624 2977 3787 -C! :
15 2131 2.602 2947 3733

P(-c < X<c¢)=0,90 < P(X<c)-P(X<-c) =F(c) — F(-c) = F(c) — (1- F(c))
=2xF(c)—-1=0,90 < F(c)=0,95 ¢ ¢ =F(0,95)1=1,782
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Distribuicao F-Snedcor

A distribuicao F-Snedecor € uma distribuicao de probabilidade continua.

A distribuicdo F-Snedecor € dada pelo quociente entre duas varidveis aleatérias
com distribuicao do qui-quadrado, cada uma dividida pelos respectivos graus de

liberdade.

Le,se X~9%*m e Y ~%’m), duas varidveis aleatérias independentes, entio:

F=

Xfm

Yin

aly

m.,n)

Se X tem uma distribuicao F-Snedecor com m e n graus de liberdade, escreve-se:

A distribuicao F-Snedecor tem dois parametros: m e n — i.e., 0 n° de graus de O

liberdade do numerador e do denominador (m, n € N).


https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao F-Snedcor

E uma distribui¢do positiva e nao simétrica.

E[X] =n/(n-2), quandon > 2

2n*(m+n-2
VAR[X] = m(ng)z(n—‘z) , quandon > 4
Se X ~ Fm, n). entio:
1
} mF(n,m)

2
Se X ~ t(n), €NLAO X ~ F(l, n)

A distribuicdo F-Snedecor estd tabelada para algumas probabilidade e
alguns men

(m,n=1,2,3,4,5.6,7,8,9, 10, 12, 15, 20, 30, 60, 120, )



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao F-Snedcor

1,00 - F(2,50)
0,60 - F(30,30)
0.60
F(12,4) |



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao F-Snedcor

e F-SNEDCOR

F= % ~ F(m,n) com U~ z*(m), V ~ z*(n) (independentes)
n

202 (m+n-2)

3 (n>4)
mn—2)"(n—-4)

E(X)=—"_ (n>2); Var(X) =
n-=2

Propriedades: « X~F(mn) = % ~ F(n,m) o Tty = 72 ~ F(1,n)
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Suponha que X ~ F (10, 5).
a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] =0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] =0,05;

c) Calcule os valoresde ced tal que P[c<X<d]=0,9.




Exercicio a)

Suponha que X ~ F (1p. 5.
a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] = 0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] =0.05:

c) Calcule os valores de c e d tal que P[c <X <d] =0,9.

&
‘) FN“.’I"
m - graus de ]il*io numerador
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 @

100 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 5891 59.44 59.86 60.19 60.71 61.22 61.74 62.00 62.26 62.53 62.79 63.06 63.33

050 16145 19950 21571 22458 230.16 23399 236.77 238.88 24054 24188 24390 24595 24802 24905 25010 251.14 25220 25325 25432

025 64779 79948 864.15 899.60 921.83 937.11 94820 956.64 96328 96863 976.72 08487 99308 99727 1001.40 100560 1009.79 1014.04 1018.26

010 | 405218 499934 5403.53 562426 576396 585895 592833 598095 602240 605593 6106.68 615697 6208.66 623427 626035 628643 631297 633951 6365.59

100 8.53 9.00 9.16 9.24 929 933 9.35 9.37 938 9.39 941 9.42 9.44 9.45 9.46 947 9.47 9.48 9.49

050 18.51 19.00 19.16 1925 1930 1933 19.35 19.37 1938 19.40 1941 1943 1945 19.45 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50

025 38.51 39.00 39.17 39.25 3930 3933 3936 39.37 3939 3940 3941 3943 3945 3946 3946 3947 3948 3949 39.50

010 98.50 99.00 99.16 9925 99.30 9933 99.36 99.38 99.39 99.40 99.42 99.43 99.45 99.46 99.47 99.48 99.48 99.49 99.50

100 5.54 546 539 534 531 5.28 527 525 524 523 522 520 5.18 5.18 517 5.16 5.15 5.14 5.13

050 10.13 9.55 028 912 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53

025 17.44 16.04 15.44 15.10 14 88 14.73 14.62 14.54 1447 1442 1434 1425 14.17 14.12 14.08 14.04 13.99 13.95 13.90
. 010 34.12 30.82 2946 28.71 2824 2791 2767 2749 2734 2723 27.05 26.87 26.69 26.60 26.50 2641 26.32 26.22 26.13
'§ 100 4.54 432 4.19 4.11 4.05 4.01 3.98 395 394 392 390 ER
8= 050 7.71 6.94 6.59 6.39 6.20 6.16 6.09 6.04 6.00 596 591 5.86 — —_ —_ 3
g 025 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 8.75 8.66 P(X > a) - O H 025 => a - 6 ] 62 ]
.§ 010 21.20 18.00 16.69 1598 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.37 14.2 JER 1373 1.0 T TS 13.07 1300 T30
= 100 4.06 378 362 352 345 340 337 334 332 3.30 327 324 321 319 317 3.16 3.14 312 311
= 050 6.61 579 541 519 505 495 488 482 477 Shes 468 462 456 453 4.50 4.46 4.43 4.40 437

025 10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.52 6.43 6.33 6.28 6.23 6.18 6.12 6.07 6.02

16.26 12.06 11.39 1097 10.67 10.46 10.29 10.16 100 9.89 9.72 9.55 947 938 9.29 9.20 9.11




Exercicio b)

Suponha que X ~ F (1p. 5.
a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] = 0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] =0.05:

c) Calcule os valores decedtal que P[c <X <d] =0,9

FN‘:.?I.I’
‘ m — graus de liberdade do numerador

1 2 3 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ]
329 292 273 261 246 241 238 235 232 228 224 220 218 216 213 211 2.08 2.06
4.96 4.10 37 3.48 @ 322 3.14 3.07 3.02 298 291 285 277 274 270 2.66 262 258 2.54
6.94 5.46 4.83 447 4.07 395 3.85 3.78 372 362 352 342 337 331 326 3.20 3.14 3.08
10.04 7.56 6.55 599 5. 64 5.39 520 5.06 4.94 4.85 4.71 4.56 441 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 3.91
A e = 54 245 Z\Q 234 230 227 225 221 217 212 210 208 205 203 2.00 1.97
Quantil da distribuicdo F-Snedecor de P36 3 ) T I 261 257 23 24 245 240
- #28 4 Quantil da distribuicao F-Snedecor de probabilidade |37 312 306 300 294 238
probabilidade 0,05 com 10 e 5graus 567 5 0.05 10 de liberdade. N q 402 394 386 378 369 360
" Iiberdade s 3 0,95 com S e 10 graus de liberdade. No caso da ot 200 13 1% 193 190
— 326 3 tabela é o valor d tal que P(F > d) = 0,05 251 247 243 2338 234 230
025 6.55 510 4.41 4.12 3.02 296 291 285 279 272

010 9.33 6.93 5.9 541 5.06 482 4.64 \ 4.50 4.39 4.30 4.16 4.01 386 378 3.70 3.62

P(X <b) = 0,05
=> b = F0,05; 10,5 = 1/ F0,9

1-P(X>Db

=0,05 &
;5,10 =1/3

(X>b)=0,95 F
133 = 0,30

ny—1n,-1;

1

NIR

a
ny-1ny-1;1-3



Exercicio ¢)

Suponha que X ~ F (19 5).
a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] = 0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] = 0,05;

¢) Calcule os valoresdecedtalque P[c<X<d]=0,9.

£
‘) FN‘G.’IJ'
m - graus de ]il*io numerador

e ! 2 3 4 S ¢ 7 10 12 15) Quantil da distribuicdo F-Snedecor de —=

100 | 3986 4950 5359 5583 5724  S820  S891  59.44 60.19 6071 612 . 63.33

050 | 16145 19950 21571 22458 23016 23399 23677 238.88 24188 24390 2459 Probabilidade 0,05 com 10 e 5 graus 25432

025 | 64779 799.48  864.15 899.60 92183 937.11 94820 956.64 968.63 97672 9848 (e liberdade 018.26

010 | 4052.18 499934 540353 562426 576396 585895 592833 5980.95 605593 6106.68 6156.9 X 6365.59

100 853 900 916 924 929 933 935 937 939 941 942 944/ 945 946 947 947 948 949

050 | 1851 1900 1906 1925 1930 1933 1935 1937 1940 1941 1943 194 1945 194

025 | 3851 39.00  39.17 3925 3930

010 | 9850  99.00  99.16 9925 9930

100 554 546 539 534 531 P(C <X< d) - 019

050 | 1013 955 928 912 90l — — —

025 | 1744 1604 1544 1510 1488 P(X > d) - =>d-= 4;74

010 | 3412 3082 2946 2871 2824
3 e . P(XO> C) = =>c¢ = F0,05; 10,5 =1/ F0,95; 5,10 = 1/3,33=0,30
£ 050 771 694 659 639 626 c c
E |uas| 2 e oss o o3 | (Ver slide a seguir)
5 010 | 2120 1800 1669 1598 1552 “rmmrmro— o — T —
< 100 406 378 362 352 345 340 337 334 330 327 324 321 319 317 316 314 312 311
3 6.61 579 541 519 505 495 488 482 (F74) 468 462 456 453 450 446 443 440 437
=t 10.01 843 776 739 715 698 685 676 b 652 643 633 628 623 618 612 607  6.02
2 1626 1327 1206 1139 1097 1067 1046 1029 1005 98 972 955 947 938 929 920 9.1l 9.02




Exercicio ¢)  swwmwex-rus

a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] = 0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] =0.05:

c) Calcule os valores de c e d tal que P[c <X <d] =0,9.

m — graus de liberdade do numerador
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ©

329 292 273 261 241 238 235 232 228 224 220 218 2.16 213 2.11 2.08 2.06
496 4.10 3N 348 3.07 3.02 298 291 285 277 274 270 2.66 2.62 2.58 2.54
6.94 546 4.83 447 . L 378 372 3.62 352 342 337 331 326 3.20 3.14 3.08
10.04 7.56 6.55 599 5.64 539 494 485 4.71 4.56 441 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 3.91

323 2.86 2.66 254 245 239 234 230 . 225 221 217 212 210 2.08 2.05 2.03 2.00 1.97
4.84 398 3.59 336 320 3.09 3.01 295 2.90 - 2.79 2.65 2.61 257 2.53 249 245 2.40
6.72 5.26 4.63 428 4.04 3.88 3.76 3.660 359 353 323 317 312 3.06 3.00 294

s 26 p(c<X<d)=0,9
I P(X>c¢)=0,95=>c =F0,05; 10,5 =1/ F0,95; 5,10 = 1/3,33 = 0,30
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A distribuicdo exponencial prevé o tempo de espera até
o primeiro evento. A distribuicdo gama, por outro lado, prevé
o tempo de espera até que o evento k-ésimo evento ocorra.

Distribuigao Gama

Distribuicées continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta (ufpr.br ~

» Seja Vg ~ Exp(A) (i € {1,...,k}) uma F&) =
variavel com distribuicao Exponencial.

1
A ap@=1 5 =Ax
I,(ﬂ[)‘il:uc e ™, x>0,n>0,

3 T =T
Entao, Y =Yg + Yeo + - - - + Yer tem 03 —@=3A=1
byl t —aa=81=1
distribuicao Gama. e,
» A Gama tem suporte no conjunto dos =
. o o . =)
reais positivos, assumindo formas =

assimétricas. L
» Ela tem aplicacoes na area de

A s . 0} =
confiabilidade e analise de : ' ' : '
sobrevivencia, assim comoa y
Lognormal.  GAMA X - G(a.4), (2>0,a>0
T —— T —— SN st G ol a (AN 2 6
¢ Serla )= 0k E(0) =75 Vart =23 My (s) (1_3) s<hin=Tm =3 B0
Propriedades:
o X;~G(a;;A),(i=1,2, . k)independentes = ZLI X ——G( Zf:l o ;i)

A -
« X ~G(a,4)entio ¥ =cX ~ G(a,—) onde ¢ constante positiva
(9
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Distribuicao Gama: Exemplos

1.

Soma de v.a. com distribuicao
Exponencial.

Tempo de carregamento de um navio.
Volume de chuva em dias com
precipitacao.

Tempo de permanéncia de um usuario
em um site.

Distribuicao de idade de animais em
ambiente natural.

Tempo de vida de um paciente apos
transplante.

Distancia dos passes de bola em um
jogo de futebol.
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Distribuicao Gama: Funcao Densidade de Probabilidade

As distribuigdes Exponencial e Qui-quadrado sdo casos particulares de uma distribuicdo mais geral, a
distribui¢do Gama.

Definicdo: Av. a. continua X segue uma distribuicdo Gama com pardmetrosa e 4,i.e., X ~ G(a; 1), se a
sua funcdo densidade de probabilidade é:

fx) =

a.a—1_,—Ax > >
F(a)/lx e ™, x>0, n>0, ]

onde I'(a) é a funcdo Gama, definida por I'(a) = ji+°° e Xx* Ldx. I

O parametros caracterizadores desta distribuicdo sdao a e A.
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https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Distribuicao Gama: Fung¢ao Gama

Para cada munero positivo a, seja I'(a) definido como:

oc
I(a) = / 2™ da
0

o0
> F(l)=/ edx=1
0
» Sea>1,entao I'(a) = (a—1)'(a—-1)




Distribuicao Gama: Rela¢ao com outras Distribuigoes

» Adistribuicao Gama tem como caso particular a distribuicao exponencial (1) ao
fixarmos A= 1.

» Dessa relacao, a Gama pode ser obtida como o tempo acumulado para k eventos de
Poisson, uma vez que o intervalo entre eventos é Exponencial.

» A Gama tem mais variedades de formas por ter 2 parametros, permitindo modelar
adequadamente um maior numero de variaveis aleatorias que a Exponencial.

» Asoma de va. Gama € Gama, ou seja, se Y4, Y2, - -, Y, sao variaveis aleatorias
independentes, com distribuicao Gama de parametros @ e A, entao

Ysoma = Y1+ Y2+ - + Y ~ Gama(ka, A).

» Adistribuicao Erlang € um caso particular da Gama quando r € um nimero natural,
re{1,2...}

Distribuicdes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta (ufpr.br)
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Distribuicao Gama: Relagao com outras Distribuicoes

Casos particulares:

. 2 n 1
X ~xn =X~G(a=§;l f);

s X~Exp(l) & X ~G(a=1; 1)

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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a Parametro de forma

DiStl‘ih“i‘Eﬁo Gama A Parametro de taxa

O aspeto da distribuicdo depende do valor dos parametros (Figura 5.13).
flx) flx)

G(2;2)
G(3;2)

G(4:2)

0 . 0

Teorema da aditividade: Se X;,i = 1,2, ..., K, sdo v. a. independentes e X; ~ G(a;; 4), entdo

K K
Z X; ~G(a; A),com & = Z .
i=1 I'.EI

FProbabllidadesestatistica ZULlY (uevora.pt
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Distribuigao Gama

A distribuicdo Gama pode ser como uma generaliza¢do da distribuicdo Exponencial para descrever av.a. X
que representa o tempo de espera até a ocorréncia do n-ésimo sucesso. A variavel X resulta da soma dos

tempos de espera entre as varias ocorréncias sucessivas (X;) até a ocorréncia pretendida. Deste modo, pelo
teorema da aditividade como X;,i = 1, ..., n, sdo v. a. independentes e X; ~ Exp(1) & X; ~ G(1; 1), entdo

mn
X= in ~G(n; A).
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Teorema do Limite Central



Distribui¢ao Assintotica da Soma e da Média
de V.A.’s: Teorema do Limite Central (TLC)

@ Na maioria das situacoes é dificil determinar a distribuicio da
soma de varidveis (mesmo que sejam independentes!). O
teorema seguinte justifica a grande utilidade e importancia
da distribuicao normal (quer em probabilidades quer em
estatistica).

@ O teorema que vamos ver de seguida diz-nos que, para um
grande nimero de v.a.’s com idéntico comportamento
(distribucional), seja ele qual for, e mesmo que seja
praticamente desconhecido, a distribuicao da soma das v.a.’s
aproxima-se de uma distribuicao Normal; e tem uma

distribuicao que é tdo mais proxima da Normal, quanto maior
for o nimero de v.a.’s da soma.




TLC

Teorema do Limite Central

Seja Xi,..., X, uma sequéncia de v.a. independentes e
identicamente distribuidas com valor esperado 1 < oo e variancia

02 < oo. Considere-se S, = > .7 ; X; e X, = =, ent3o quando
n
n — 400

Snh— E(Sn) Sn—np a

V) Vi

| S, —E(S,) s
n—ILTooP( \/m SZ)—(D( )a

onde ®(.) é a fungdo de distribuicdo da normal reduzida i.e.,
N(0,1).

N (0,1),

ou seja,

Slides da Professora Conceicdo Amado |




Teorema do Limite Central

De modo equivalente, se tem

Xo—E(Xa)  Xn—p

ou seja,




Valor Médio e Variancia de Somas e Médias de
V.A.’s Independentes

Ubservar que:

E(S,) = (Zx) = E(X;) = nE(X;) = np
i=1

e como Xi, X2 -+ X, sao v.a. independentes tem-se

V(S,) = V(Xn:X;) Zv V(X1) = no?
i=1

Formulario

AMOSTRAGEM. DISTRIBUICOES POR AMOSTRAGEM

“XY. (m-nS?=ns?

2 2
TLX o ELN-T XL
n n

n
2 ~
E(X)=u Var(9) =2 ; E(Sz)=a2; E(s?)=0?

=E (Zn:x,-/n) = Z E(Xi) = E(X1) =

i=1
e como X, Xo--- X, sdo v.a. independentes tem-se

=V (XH:X,/H) = ’LXH:V(X,) = ;I;.V(X]_) = O:
i=1

i=1




TLG: Aproximacgoes
Observacoes:

@ O TLC deve ser usado apenas quando as v.a.'s Xi,..., X,
nao tém distribuicao normal!

@ A demonstracido do teorema exige algumas ferramentas
matematicas avancadas.

@ Asv.a. Xi,...,X, podem ser discretas ou continuas.

@ Geralmente considera-se n grande se n > 30

@ As distribuicoes binomial e de Poisson podem ser aproximadas
pela distribuicdo normal (na sec¢do anterior vimos que podem
er escritas como somas de varidveis aleatdrias). Assim:

o X ~ Bin(n, p) pode ser aproximada por X ~ N(np, np(1 — p)),
a aproximacao tem menor erro quando np >5e n(l —p) > 5

o X ~ Poisson(\) pode ser aproximada por X ~ N(), ), a *
aproximacao _tem menor erro quando A > 5 _ 4




Teorema de De Moivre-Laplace: Binomial - Normal

T. Limite Central: Aplicacao a aproximacoes para distribuicdes discretas

Corolario 5.3 (T. de De Moivre-Laplace) — Dada a sucessao de variaveis

aleatorias 11d, Xy, X5, ..., X,, . .., com distribuicdo de Bernoulli de média E(X;) = 0

e, portanto, Var(X;) = 6(1 — 0), tem-se,
L.Xi-nf a

s SN,

Nota: X = )~; X; ~B(n; 8). Quando n ¢ grande, utilizar o corolario. Mas...

com Correcao de Continuidade.

Murteira et al (2015)

9, o




Aproximacoes Baseadas no TLC: Binomial - Normal

Probabilidades associadas a uma

distribuicado Binomial, B(n,p), podem ser
aproximadas utilizando uma distribuicao
Normal, N(u,c), com u=np e o =|np(1-p).

Para que a aproximagao nao seja muito ma,
devemosternp=>5en (1-p) > 5.

Aproximagao da Normal para a Distribui¢do
Binomial

= Quanto mais perto p estiver de 0,5, melhor serd a
aproximagdo da normal para a distribuicdo binomial

= Quanto maior o tamanho da amostra, n, melhor serd
a aproximagdo da normal para a distribui¢cdo binomial

= Regra Geral:
= A distribuicdo normal pode ser utilizada para
aproximar a distribuicao binomial se

np25en(l-p)25
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Aproximacoes Baseadas no TLC: Poisson - Normal

s  Probabilidades associadas a uma
distribuicao de Poisson, P(A), podem ser
aproximadas utilizando uma distribuicao
Normal, N(u,c), com u= A e 6 =|A.

A aproximacao sera tanto melhor quanto
maior for A.
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TLC: Correcao de Continuidade

Avariante do T. L. C. para distribui¢Ges discretas introduz a corre¢do de continuidade que permite aproximar
uma distribuicdo discreta por uma distribuicdo continua, neste caso a distribuicao Normal.

Correcdo de continuidade: Seja X uma v. a. discreta, com varia¢do A (i.e., X pode tomar os valores
0,4,24,34,...),com E(X) = uy e Var(X) = o%. Entdo a corregdo de continuidade é efetuada da seguinte
forma:
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TLC: Correcao de Continuidade

Note-se que nas distribui¢es usuais, por exemplo, Binomial e Poisson, A= 1, pois tratam-se de distribui¢cdes
de contagem logo

PX=k)~P(k—05<X<k+0,5).

Com a aplicagdo das propriedades da distribuicdo Normal, podem generalizar-se as seguintes regras:

“ P(Xsk)mp(zsw)=q)(M);
Ox Oy
k—0,5- k—0,5—
= P <)~ P(Z< H) = o )
Ox Oy
k—05— k—0,5—
- P(sz)%P(ZE—uX):l—d)(—M);
Ox Oy
k+0,5- k+05—
. P(X>k)zP(Z> - ux):l—d)( - ”X)
X X ProbabilidadesEstatistica2019.pdf (@)
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Aproximacoes Baseadas no TLC: Correcao de

Continuidade
X = exactamente 120
Exactly 120
- 120 |
Note-se que X & uma v.a. P(X = 120) ~ P(120-0,5 < X < 120+0,5)
Normal que “aproxima” X .__
(sendo esta uma v.a. P(X =a)=P(a—6 < X < a+9)

discreta).

E SlidesBioestatistica6 (ua.pt)

o

1195 4 41205

N/

Intervalo que representa o valor discreto 120
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Aproximacoes Baseadas no TLC: Correcao de

P(X = 120) ~ P(X = 120-0,5)

Continuidade

At least

X = pelo menos 120 /M
=120, 121, 122, . ..

119.5
. More than
- X =mais do que 120 120

Note-se que X &€ uma v.a. =121,122, 123, ...

Normal que “aproxima” X =

(sendo esta uma v.a.

discreta). , At most
X = no maximo 120 y\
=0,1,...118, 119, 120 ,

120.5

Fewer
X =menos do que 120*%
=0,1,...118,119

119.5

P(X > 120) ~ P(X > 120+0,5)

P(X < 120) ~ P(X < 120+0,5)

P(X < 120) ~ P(X < 120-0,5)

idesBioestatfsti
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TLC: Resumo da Corregao de Continuidade

Observacao - aplicacao do TLC para distribuicoes discretas

@ Importante: A utilizagdo do teorema do limite central para
distribuicoes discretas apresenta um problema, uma vez que
se vai aproximar um fenémeno discreto por uma distribuicao
continua. Embora nao exista uma solu¢ao 6tima para todas as
situagdes, na pratica é comum adotar a chamada correcdo de
continuidade. Considere-se 0 < § < 1 e X a v.a. normal que
“aproxima” X, tem-se:

o PX=a)=Pla—d<X<a+))

o Pla< X <b)=Pla+d<X<bh-0)

o P(X<a)=P(X<a+d)

o P(X <a)=P(X <a—0d)=P(X < a-—20) (recordar que X é
continua...)

@ No caso da aplicagao do TLC a binomial e a Poisson o valor

tipico é 6 = 0.5, ou seja metade da variacao entre dois valores
consecutivos. Slides da Professora Concei¢cao Amado




TLC

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL E COROLARIOS
2: IX ﬂﬂ X ﬂ

TLC: Sendo X; iidcom E(X;)=u e Var(X;)= o2 = o /«f_ ~ N(0,1)
Corolério: Sendo X; ~ B(1:0) . iid = M ¢ ~N(0,)
: i :0) JQ(T
b+——m9 a—a—m? o
Correccio de continuidade: P(a < X £b) = [ na(l 2 ] [m] , com a e b inteiros
Corolério: Sendo X ~ Po(4) , quando 4 — 40 = ﬁl 2N

A

o b+%—/‘~l a—%—i )
Correccdo de continuidade: P(a < X £b) = @ - ,com a e b inteiros




Exemplo 1: TLC

Exemplo 1- aplicacao TLC

Uma empresa de chocolates embala caixas com 100 pacotes de bombons.
Os pesos por pacote sdo v.a.'s X;, onde X; 1L X;, com valor médio 0.5kg
e variancia 0.1kg2. S3o colocadas 10 caixas numa palete. Qual é a
probabilidade aproximada do peso dos bombons da palete ser superior a
510kg?

v

Slides da Professora Conceicdo Amado




Exemplo 1: TLC

Resolucao:
Xi— 'v.a. peso do i—ésimo pacote (kg)'
E(X:) =05, V(X)) =0.1,Vi e X; 1L X; para i # j

§ =510 X; ‘v.a. peso dos bombons colocados na palete (kg)'

E(S)=E (Zm"" ) $71900 £x.) = 1000E(X;) = 1000 x 0.5 = 500
(porque sdo identicamente distribuidas (i.d.) a Xi)

V(S)=V (E,‘E‘}" X,) 1900 1/(X.) = 1000V/(X1) = 1000 x 0.1 = 100
porque sdo independentes e identicamente distribuidas (i.d.) a X;.




Exemplo 1: TLC

Resolucdo (cont.):

Pelo T.L.C. tem-se que:

S—E(S) S-500.
m - \/m N(O?]')a

P(S >510) =1 — P(S <510) = 1—P(5_500 < 510_500) ~

V100 ~ /100
1 — (1) ~ 0.1587.



Exemplo 2: TLC

Exemplo 2 - aplicacao TLC e correcao de continuidade

O nidmero de chamadas de telemdvel registadas a partir de certa “zona”
numa hora tem, em condicOes estacionadrias, distribuicao de Poisson de
parametro 1500. Calcule a probabilidade (aproximada) de ocorrerem mais
de 1600 chamadas na préxima hora.




Exemplo 2: TLC

Resolucao:

X ~ Poisson(1500), como o valor de A é elevado n3o consta nas tabelas i
disponibilizadas, e sem a ajuda de um computador n3o é possivel calcular

a probabilidade pedida. Mas, podemos usar a distribuicao normal para Nota:

obter uma aproximagao. Lambda = 1500 > 5

Como X ~ Poisson(1500) pode ser aproximada por X ~ N(1500,1500) | Logo pode-se aproximar a
distribuicdo Poisson a

P(X > 1600) = 1 — P(X < 1600)~1 — P(X < 1600 + 0.5) = distribuicao Normal
X —1500 _ 1600.5 — 1500)

—1-P(X <16005)=1—P <
(X< ) ( V1500 ~— /1500

— 1 — ®(2.59) ~ 0.0048
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Teorema do Limite Central:
Exercicios



1. Considere que o tempo de viagem de autocarro entre Lisboa e Evora segue uma distribui¢do Uniforme
entre 100 a 120 minutos. Numa amostra aleatdéria de 30 viagens, qual a probabilidade de a média dos tempos
de viagem ser inferior a 112 minutos?

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio 1: TLC

Seja X; av.a. que representa o tempo da viagem i de autocarro entre Lisboa e Evora, com X; ~ U(100; 120).
Logo,

100 + 120
u=EX) = — = 110;
(120 — 100)%> 100
2 = f) = =
a“ = Var(X;) 12 3

Seja X = 3—10()(l + -+ X30) a v.a. que representa a média dos 30 tempos de viagem de autocarro entre

Lisboa e Evora.
Pelo coroldriodo T. L. C,,

X—110 .
Z=

~ N(0; 1).
’100 01
3x30

= ®(1,80) = 0,9641.

Logo,

112 - 110

’ 100
3x30

P(X<112)=P|Z<
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2. Seja X a v. a. que representa o tempo decorrido entre a entrada consecutiva de 2 automdveis numa
autoestrada (AE), que segue uma distribuicdo Exponencial com valor médio 15 segundos. Numa amostra
aleatdria de 100 entradas consecutivas, qual a probabilidade de a soma dos tempos ser superior a 1350
segundos?

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio 2: TLC

Seja X; a v.a. que representa o tempo decorrido entre a i-ésima entrada consecutiva de 2 automoveis numa

auto-estrada (AE), com X; ~ Exp (A = 1—15) Logo,

1
u=EX;) = T = 15 segundos,

15

2=Var(X;) = ! =152 = 225
o =Var(X;) = 2= = 225.
15
Seja Sip0 = X1 + -+ X190 @ v.a. que representa a soma dos 100 decorrido entre a i-ésima entrada
consecutiva de 2 automadveis numa autoestrada (AE).
PeloT.L.C,

5100_100x15 L]
Z= ~N(0;1).
V100 x 225 ©0:1)

Logo,

1350 — 1
350 500) —=1-d(-1) = O(1) = 0,8413.

100 x 225

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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3. Com aingestdo de um determinado farmaco para o tratamento da depressao, 20% dos doentes referem
sentir efeitos secunddrios durante a 12 semana de tratamento. Seja X a v. a. que representa o nimero de
doentes que sentem os referidos efeitos secunddarios numa amostra de n doentes. Numa amostra de 100
doentes, calcule a probabilidade de:

a) Pelo menos 15 terem sentido os efeitos secundarios.

b) Mais de 16 e menos de 45 ~terem sentido efeitos secunddrios.

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio 3: TLC

Sabe-se que X ~ B(n = 100; p = 0,2).

Comon >50e0,1 <p < 0,9 podemos usar a aproximagao a distribuicdo Normal e

X~ N(u=np=20; c = /npq = 4).

a)P(Xz15)=1—P(X<15)z1—P(Z<

b)P(16<X<45)mP( ;

16 +0,5—-20

= ®(6,13) — ®(—0,88) = ®(6,13) — (1 — ®(0,88)) ~ 1 — (1 — 0,8106) = 0,8106.

Nota:

nxp=20>5

nxpx(1-p) =16 >5

Logo pode-se aproximar a
distribuicdo Binomial a
distribuicdo Normal

15— 0,5 — 20
T) =1— d(—1,38) = d(1,38) = 0,9162.
45— 0,520

f) — P(-0,88 < Z < 6,13)

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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4. Seja X av.a. que representa o niumero de automéveis que entram numa autoestrada (AE) num periodo
de 30 segundos, com X ~ P(4 = 9). Num periodo de 5 minutos, qual a probabilidade de:

a) Entrarem mais de 59 automaveis na AE?
b) Entrarem no minimo 55 e no méaximo 80 automdveis na AE?

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Nota:

Exercicio 4: TLC | ">

Para 30 segundos, tem-se lambda = 9, entdo
para 300 segundos tem-se lambda = 90

Seja X’ a v. a. que representa o numero de automdveis que entram numa AE num periodo de 5 minutos (= |

300 segundos = 30 x 10 segundos), com X’ ~ P(A" = 101 = 90). Nota:

Lambda=90>5

. Logo pode-se aproximar a distribuicéo
X'~N(u=2"=90; 6 = V2 =v90). | poisson a distribuicio Normal

Como A > 20, podemos usar a aproximagao a distribuicdo Normal e

59 4+ 0,5 — 90
a)P(X' >59)=1-P(X'<59) ~1—P (z < —) =1-P(Z <-321)=1-d(-321)
V90
= ®(3,21) = 0,9993.
55 —0,5 — 90 80 + 0,5 — 90
b) P(55 < X' < 80 zp(—szs—) = P(=3,74 < Z < —1,00
) P( ) 750 790 ( )

= P(—1,00) - ®(-3,74) = (1 — ®(1,00)) — (1 — (3,74)) = ®(3,74) — $(1,00)
~ 0,9999 - 0,8413 = 0,1586.
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1. A rede informdtica interna de um banco funciona permanentemente. Considere que o tempo (em
minuto) de utilizacdo desta rede por um utilizador autenticado é uma varidvel aleatéria X com funcio
de distribuicao dada por:

x
Fx(ﬂ={ 1—eVE, x>0 T';: r-‘f]: F{X _r:;e) - ‘Iw‘%‘c{/ﬂ)ﬂgﬁ E

0, caso contrario,

{a) Obtenha a probabilidade de o tempo de utilizagido X ser superior a 30 minutos e inferior a 3 horas.  (

i
Pas G
(b) Tendo em conta que mﬁ) e ViX) = 112500, obtenha um valor aproximado para a (3.0)
probabilidade de o tempo médio de utilizagio da rede por 36 utilizadores autenticados ser superior
a 2 horas. ¥y (-« "“-"h




Exercicio 1 (a)
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Exercicio 1 (h)
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Teorema do Limite Gentral
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Exercicio 1 (h)
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Exercicio 1 (h)
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5.20 O tempo (em horas) que Jodo Pestana dorme por noite é uma variavel aleatéria com
distribuicao uniforme no intervalo (7,12).
(a) Calcule a probabilidade de Joao Pestana dormir mais de 11 horas numa noite.

(b) Calcule a probabilidade de, em 20 noites, Joao Pestana dormir mais de 11 horas
em pelo menos 3 dessas noites.

(c) Qual a probabilidade de Joao Pestana dormir mais de 1100 horas em 100 noites?




Exercicio 5.20 (a)

* V.a. de interesse
X = tempo (em horas) que JP dorme por noite

* Distribuicdo de X

* Prob. pedida
X ~ Uniforme(a, b) +00
P(X=>11) = f fx(x)dx
com 11
12 +oo
a = 7 = f 0.2dx+f 0dx
11 12
b = 12 = (O.Zx}lﬁ
* Ed.p.de X

0, caso contrario

farm{ =02, x€(7,12)
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Exercicio 5.20 (a)

K= Te~rpo (e— Lones) %‘ Aonn i~ —To

Mt (7,12
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Exercicio 5.20 (b)
* V.a. de interesse
Y =no. de noites em que JP dorme mais de 11 horas, num total de 20 noites '

* Distribuigio de Y

Y ~ binomial(n, p) * Prob. pedida
com P(Y=3) = 1-P(Y <3)
n = 20 = 1-P(Y=<2)
p = PX>11) = 1= Fpinomial(20,0.2)(2)
(@) 0.2 tabelg!calc 1-0.2061
. Ep.dey = 07939

P(Y = y] = (2]?) 0.2Y a —O.Z)ZO_Ir y= 0,1,2,...
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Exercicio 5.20 (c)

V.a. * Valor aproximado da probabilidade pedida
X; = tempo (em horas) que JP dorme nanoite i, i=1,...,n Atendendo a que np=100x9.5=950e no? =100 x 12 635. temos
n=100 P(S,, > 1100) = 1-P(§, =1100)
Distribuicgo. val d ] 1 P(Sn—n,u:{lll)o—n,u]
istribuicfo, valor esperado e varifincia comuns = - =
X; i.i‘d.Xga . 1. P Vno? Vno?
P =
E(X)=E(X)= f°’”‘Tb=7*'212=95 i=1.....n e .| 1100-950
VX)=V(X)=o?= T el S 02?28 oy oy 625
= 1-®(10.39
V.a. de interesse [ )
Sp =X, Xi =tempo (em horas) que JP dorme em n noites = 1 - ®(4.09)
tabelalcalc.
= 1-0.999978
Valor esperado e varidncia de S,
ES)=E(X0, X)) = £ EX) “SX xn E(X) = nE(X) = np = 0.000022.
V(Sw =V( ?;1 x;) MEP e vix) S xnv(X) = nV(X) = no?

s [Obs.

Distribui¢ao aproximadade S, Tirando partido do facto da f.d. ®(z) ser estritamente crescente e do “tiltimo” valor da tabela da f.d. da

Pelo teorema do limite central (TLC) pode escrever-se normal padrio, podemos adiantar que:

Su—E(Sp) Sn-n
n—EOn) _ SnZMH a \ormal©,1). © 10.39>4.09 = ®(10.39)>®(4.09) """ 0.999978;

tabelalcale.

Vv V(Sn) Vno?

o —10.39<-4.09 = @(-10.39) <®(-4.09)=1-P(4.09) = 1-0.999978 = 0.000022.]
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Obrigada!
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